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10.2.1  正项级数及其审敛法

10.2    常数项级数的审敛法

10.2.2  交错级数及其审敛法

10.2.3  绝对收敛与条件收敛
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10.2.1  正项级数及其审敛法

，中各项均有如果级数 0
1





n

n
n uu

正项级数.

定理10.2.1  (充要条件)

1
n

n
u




正 项 级 数 收 敛

这种级数称为

其部分和数列{sn}为单调增加数列.

{ }na若数列 单调增加，则

{ } { }n na a收敛 有界.

{ } .ns 有界

{ }ns 数列 收敛
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（1）若


1n
nv 收敛,则



1n
nu 收敛； 

（2）若


1n
nu 发散，则



1n
nv 发散. 

证明

nn uuus  21且







1

)1(
n

nv设 ,nn vu 

,

即部分和数列有界 .
1

收敛





n

nu

1 1
,n n n n

n n
u v u v

 

 

 设 和 均为正项级数，且

nvvv  21

定理10.2.2 (比较审敛法)

1
( 2 ) n

n
v




反 设 收 敛 ， 由(1),

1
.n

n
u





  收敛
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推论10.2.1
1 1

0 ,

n n
n n

n n

u v

k N n N u kv

 

 

  

 设 和 均为正项级数，且存在

和正整数 ，当 时，有 则：

1 1

1 1

( 1 )

( 2 )

n n
n n

n n
n n

v u

u v

 

 

 

 





 

 

收 敛 收 敛 ；

发 散 发 散 .

1
(1) n

n
v




证明： 收敛 n

n N
v





  收敛 n
n N

kv




  收敛

n
n N

u




  收敛
1

n
n

u




 收敛

比较审敛法的不便: 须有参考级数. 

重要参考级数: 几何级数, 调和级数， P-级数
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例 1 讨论 P-级数 

  pppp n
1

4
1

3
1

2
11 的收敛性. )0( p  

解

0 1 ,p  时 ,11
nn p 

1

1 .p
n n




 发散

,1p设

o

y

x

)1(1
 p

x
y p

1 2 3 4

1

1 1
n

p pn

dx
n x

  

pppn n
s 1

3
1

2
11  

 


n

n pp x
dx

x
dx

1

2

1
1 

1,p  为调和级数，发散。


n

px
dx

1
1
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)11(
1

11 1


 pnp
11

1p
 



,有界即 ns .P 所以 级数收敛

1

,
0

11
1 ,<p

n

p
P

n p






 




当 时 收敛
级数

当 时 发散

类比

1 ,
0< 1 ,
p

p





当 时 收敛

当 时 发散1

1 dp x
x



广义积分

pppn n
s 1

3
1

2
11  

1
1

n

p

dx
x
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例 2 判断下列级数的敛散性. 

解




 1 )1(
1  )1(

n nn

,
1

1
1



 n n
发散而级数

.
)1(

1
1



 


n nn
发散级数

.
1

1
2

2 收敛所以 


 n n

2 22 1 ( 1) ,n n n   由于 时，

2 2

1 1
1 ( 1)nu

n n
 

 
故

2
2

1
( 1)n n



 而 收敛，




 2
2 1
1  )2(

n n

(2)

,
1

1
)1(

1)1(



 nnn
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定理10.2.3  比较审敛法的极限形式

设


1n
nu 与



1n
nv 都是正项级数, 如果

则(1) 当 时, 二级数有相同的敛散性;

(2) 当 时，若 收敛, 则 收敛 ;

(3) 当 时, 若


1n
nv 发散, 则



1n
nu 发散.

,lim l
v
u

n

n
n




 l0

0l

l




1n
nv 



1n
nu
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收敛。所以





1

2 )11ln(
n n

收敛，而


1
2

1
n n

例 3 判断下列级数的敛散性. 
2

2

1ln(1 )
lim 11n

n

n





2
1

1(1) ln(1 )
n n







注：条件中“两个级数都是正项的”不能少

( 1) 1 ( 1)+ ,
n n

n nu v
nn n

 
  lim 1n

n
n

u
v



1
n

n
v




但 收敛， 发散

1 1 1

1
n n

n n n
u v

n

  

  

  =



10

3
2

1 1 1ln(1 ) ~
1 nn n






所以原级数收敛。3
1 2

1 ,
n n




而 收敛

1

1 1(3) ln( ),
1n

n
nn










n

n

n

n

3
1

3
1

lim 



n

n n
3

1

1lim





,1

,
3
1

1
收敛



n
n 故原级数收敛.

1

1(2)
3n

n n
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定理 10.2.4 (比值审敛法,达朗贝尔D’Alember审敛法)

设


1n
nu 是正项级数,如果

 

1lim n

n
n

u
u






则0 1  时级数收敛; 1 （包括  ）
时级数发散; 1 时失效. 

比值审敛法的优点: 不必找参考级数. 

注意: (1) 当 1 时比值审敛法失效; 

1
1

1lim 1n
n

n






2

2

1
( 1)

1lim n

n
n
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2 ( 1) 3 ,
2 2

n

n nn nu v 
  但

1 1

2 ( 1)
2

n

n n
n n

u
 

 

 
  级数

1
1 2 ( 1 )

2 ( 2 ( 1 ) )

n
n

n n
n

ua
u


  

 
 

设

,
6
1lim 2 

 nn
a ,

2
3lim 12  nn

a .limlim 1 不存在nn
n

n

n
a

u
u








(2)  条件是充分的,而非必要. 

2 ( 1)
2

n

n nu  
例 判断由 构造的无穷级数的敛散性.

解

1 1

3=
2n n

n n
v

 

 
  收敛

收敛.-1
1 1

1 1+
2 2

n

n
n n
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例4 判断下列各级数的敛散性

,
2

)1(
1

3




n
n

n ,
!

)2(
1



n

n

n
e

解（1） ]2
2

)1([limlim 31

3
1

n
n

u
u n

nn
n

n

n



 





2
1])11(

2
1[lim 3 

 nn
收敛。所以 



 1

3

2n
n

n

（ 2 ） ]!
)!1(

[limlim
1

1
n

n

n
n

n

n e
n

n
e

u
u












0

1
lim 




 n
e

n

收敛。所以


1 !n

n

n
e
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1
1

1

( 1) !( 3 ) lim lim
( 1) !

n n
n

n nn n
n

u a n n
u n a n




   

 
   

l i m
( 1 )

n

nn

a n
n 




a e当 时，级数发散. 0 a e 当 时，级数收敛.

a e当 时， 从而：

1 ,n nu u 

1

!(3)   ( 0)
n

n
n

a n a
n








lim 1(1 )
n n

a

n

a
e






级数发散..0lim 
 nn

u

11

1(1 )
n

nn

u e
u

n

 


由于
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级数收敛  
.0lim 

 nn
u

即趋于零它的一般项无限增大时当 ,, nun性质

应用：利用级数收敛的必要条件求极限

!lim nn

n
n

求
1

!
n

n

n
n




转化为判断 是否收敛

!lim  0.nn

n
n

所以

1

!   ( 0)
n

n
n

a n a
n








0
a e

a e


 

当 时，级数发散.

当 时，级数收敛.
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比值法失效。1]
ln)1(

)1ln([limlim)4(
2

2
1 









 n
n

n
n

u
u

n
n

n

n

ln
2

1lim
n

k

n

n
n

2
2

ln(4)
n

n
n






2

lnlim kn

n
n 



0 2k 当 时

2 ,k a  当 时

a

1

1
k

n n




而 收敛，不能说明问题

2

lnlim kx

xa
x 

 1

1

lim
(2 ) kx

x
k x 


 

0

?k 取

用比值法失效时,一般用比较法.
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比值法失效。1]
ln)1(

)1ln([limlim)4(
2

2
1 









 n
n

n
n

u
u

n
n

n

n

ln
2

1l im
n

k

n

n
n 

2
2

ln(4)
n

n
n






0 2k 当 时

0 1 ,k 当 时

1 2 ,k 当 时

0

1

1
k

n n




 发散， 不能说明问题

1

1
k

n n




 收敛 可用来判断

3
2

k 取
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解：











1

2/3
1

1
nn

n n
v取 2/12/1

lnlimlnlimlim
x

x
n

n
v
u

xn
n

n

n 
则

1/2

1
2lim lim 01

2
x x

x
xx

 
  

所以原级数收敛。

,ln)4(
2

2


n n
n

1
n

n
v




又 收敛，

1

ln ( 1)s
n

n s
n





 收敛，

1
n kv

n
取 做比较， 1 k s 其中
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定理 10.2.5  (根值审敛法,也称柯西判别法）

对于正项级数 则：,
1



n
nu ，若 


n

nn
ulim

当0≤ρ<1时，级数收敛，

当ρ>1时级数发散（包括∞），

当ρ=1时级数可能收敛也可能发散。

说明：ρ=1时，仍以p-级数为例

lim 1n

n
n


 2

1 1lim 1 limn n
n nn n 
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例5 判别下列级数的敛散性

2

1(1)
(ln )n

n n




 



 1 35
4)2(

n
nn

n

解

4(2)lim
5 3

n
n

n nn 

4 1lim[ ]
5 31 ( )

5
n

nn


 


4 ,
5



该级数收敛。

(1) lim n
nn

u



1lim

lnn n
0 ， 该级数收敛。

1

3lim 1 ( )
5

nn

n

  
 

1 3ln 1 ( )
5lim

n

n

n
e

  
 




3( )
5lim

x

x

xe 




3 3( ) ln
5 5l m

1
i

x

xe 



 
0 1e 
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的阶，用比较判别法。若能求出
n
11

时，用根值判别法。含有当 nn
n nau ,2

时，用比值判别法。含有当 !,,3 nnau nn
n








1
2

2

2
2)1(

n
n

n

n
n

例6 判别下列级数的敛散性

方法：拆成两个级数

总结:

收敛
2

2 2
1 1 1

2 1 1
2 2

n

n n
n n n

n
n n

  

  


   

用比值法或根值法失效时,一般用比较法.
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1
(3) 2 sin

3
n

n
n






方法：比较法，收敛

 
1

lnl im 8 n n
n  



发散

2 s i n
3l i m 1

2
3

n
n

n n
n



 


ln
1

2(2)
8

n

n
n






1.

方法：根植判别法

 
1

ln

2lim
8

n n n


 2 1, 

ln

lim8
n

n
n


lnlim

8n

n
n

lnlim
8x

x
x  08
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1

3

])1(2[
3

)5(
n

nn
n

n

2

1(4)
lnn

n n






1 1 1
lnn nn n

 

3 3

[ 2 ( 1) ] [ 2 1] ,
3 3

n n n
n n

n n
   

收敛

1 lnx x x 当 时,

再用比值或根值判别

不能用根植法

3[ 2 ( 1) ]lim ( )
3

n
n

n
n



 
不存在

发散
1lim 0
lnnn n
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称形如：u1－u2 + u3－…+ (－1)n-1 un+ …

定理 10.2.6 (莱布尼兹定理) n
n

n u





1

1)1(若交错级数

11
1

1   ,,)1( 





  nn
n

n
n urussu 满足其和收敛则级数

证明 )()()( 21243212 nnn uuuuuuS  

)()( 54321 uuuuu  nnn uuu 21222 )(  

k=1，2，…)的级数为交错级数. 
或－u1+u2－u3+…+ (－1)n-1 un + …

(2) un →0 (n →∞)(1) un ≥ un +1 > 0；满足条件

10.2.2 交错级数及其审敛法

(其中uk>0,
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所以{S2n}单调增加

.,lim 12 uSSS nn



则存在，记为

由数列收敛的单调有界准则知:

)(limlim 12212 
 nnnnn

uSS SuS nnnn
  122 limlim

。所以 SSnn



lim 2 1l im .nn

S S u
 

 

)()()( 21243212 nnn uuuuuuS  

)()( 54321 uuuuu  nnn uuu 21222 )(  

2 1 .nS u且



26

它也满足收敛的两个条件， 1 nn ur于是有

右端也是一交错级数，

1 2 3( )n n n nr u u u      

1 2 3n n n nr u u u      

定理 10.2.6 (莱布尼兹定理) n
n

n u





1

1)1(若交错级数

11
1

1   ,,)1( 





  nn
n

n
n urussu 满足其和收敛则级数

(2) un →0 (n→∞)(1) un ≥ un +1 > 0；满足条件

；0)1 1  nn uu
；） 12 1 

n

n

u
u

.3）相应函数的单调性

1 n nu u 判定 的方法
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例7  





n

n 1)1(
4
1

3
1

2
11 收敛

2

( 1) 0
n

p
n

p
n






一般结 交错级数 当论： 时收敛。

一些反例：

1

1

1(1) ( 1) 1n

n n






   
 



1.n nu u 尽管

lim 0.nn
u

 
尽管

1
2

1

1 11 1 1 1(2) ( 1)
2 2 22

n
n n

n n
u






       

1 1

1 1
2n

n nn

 

 

   发散

级数发散，

1 1lim( 1) 1n

n n




   
 

 不存在
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Leibniz但 定理的条件不成立，

1
2 3

1
2

1 1 1 1 1
3

1 1( 1)
2 3 2 2 32

n
n n n

n
u






         =

1n nu u  不成立！

(1) (2) Leibniz和 说明： 定理中的两个条件

去掉一个，结论未必成立

1

1
( 1)n

n
n

u






交错级数 仍可能收敛

1 1

1 1
2 3n n

n n

 

 

   收敛
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1

( 1)8
ln

n

n n n






例

解:

1
1lim lim 0 .lnln 1

n n

n
nn n

n
   

 
 

( ) ln ( 1),f x x x x   ),1(011)(  x
x

xf

( ) [1, ) ,f x 在 上单增 ,
ln

1
单减即

xx 
,1

ln
1

时单减当故 


n
nn

),1(
)1ln()1(

1
ln

1
1 





  nu

nnnn
u nn

所以此交错级数收敛.
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任意项级数 正项级数

任意项级数的各项取绝对值

定义: 正项和负项任意出现的级数称为任意项级数.

10.2.3   绝对收敛与条件收敛

u1+u2 + u3+…+ un + … 其中un为任意实数。
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定理10.2.7 ,||
1

收敛若级数 


n
nu

证明 令 ),(
2
1

nnn uuv 

另一方面， un =2 vn－| un |，于是

依正项级数的比较审敛法，

收敛，


1
2

n
nv

进而知收敛，知


1n
nv

也收敛。则级数


1n
nu

显然有0≤vn≤| un |。

)2(
11










n

nn
n

n uvu 









11

2
n

n
n

n uv 也收敛。

任意项级数的敛散性

绝对收敛：


1
.1

n
nu 收敛；



1n
nu
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条件收敛：


1
.2

n
nu 收敛；发散，







 11 n
n

n
n uu

..3
1

发散


n
nu

例9 判别下列级数的敛散性,若收敛,是绝对收敛




 


1
2 1

)1( )1(
n

n

n







 ,
1

1
1

)1()1( 22 nn

n

解 原级数绝对收敛；

还是条件收敛?
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.    ,1(-1) )2( 原级数不会绝对收敛
nn

n



1

( 1) .
n

n n





故 条件收敛

, ,原级数是交错级数 满足莱布尼兹定理








1

)1( )2(
n

n

n 


1
2

sin  )3(
n n

n

,1sin    )3( 22 nn
n




因为 绝对收敛。所以


1
2

sin
n n

n
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2
)11(

2
1)1( )4(

1

n
n

n

n

n






(4) 1 1| | (1 )
2

nn
nu

n
 

0lim 
 nn

u所以 该级数发散。

交错级数

lim 0nn
u


  ，

1
n

n
u




所以 一定发散。

也发散


1n
nu

lim 0nn
u

 
则

lim 0nn
u


  ，

注意
1
| |n

n
u




当 发散时，一般不能确定

但如果我们是用比值法或根值法判定

1lim 1 lim 1nn
nn n

n

u
u

u


 
 有 或 ，

 ( ),
2
e n    1

2
e
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定理  如果任意项级数  







1
21

n
nn uuuu  

满足条件  
1lim lim =n n

nn n
n

u
u

u
 

 
 （或 ） 

则当 1 时，级数


1n
nu 绝对收敛； 

  当 1 时，级数


1n
nu 发散（其中可以为  ）  
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发散否 





1n

nu

un →0? 













级数收敛的定义、性质

形式比较法、比较法的极限

比值法、根值法

0nu

























用定义其他

用定义

进行处理对

莱布尼兹判别法

交错级数

散若用比值，根值，则发

,

nu

是

一般项级数







1n

nu 绝对收敛如收敛

如发
散

首先考察 


1
||

n
nu


